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Nachdem nunmehr das humanistische Gymnasium seinen 
Schülern einen kleinen Einblick in die analytische Geometrie 
gewähren soll, so wird naturgemäss diesem Zweige der 
Mathematik von Seiten der beteiligten Lehrer erhöhtes 
Interesse entgegengebracht. Ohne Zweifel werden viele 
Schüler an der analytischen Geometrie ihre Freude finden, 
und mancher wird sich in seinen Mussestunden auf diesem 
Gebiete weiter zu orientieren suchen. So viel mir aber 
bekannt, hält sich jedes Lehrbuch streng an die Teilung in 
Geometrie der Ebene und des Raumes, während sich beides 
recht wohl vereinigen liesse und wegen der Analogieen das 
Studium an Interesse gewinnen dürfte. In welcher Weise 
ich mir die Sache denke, soll im Folgenden dargethan 
werden. 
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Einleitung. 


STFHTREHE: ! 


Nimmt man zwei zu einander senkrechte Gerade OX 
nnd OY als feste Gerade — Koordinatenaxen — an, dann 
zerlegen dieselben die Ebene in vier Teile, und die Lage, 


irgend eines Punktes P der Ebene ist bestimmt, sobald man 


seine Entfernungen x und y von den zwei festen Geraden 


OY und OX kennt. 

Die Entfernung x des Punktes P von der Geraden OY 
d.h. der Y- oder Ordinatenaxe nehmen wir positiv, wenn 
sich der Punkt P auf der rechten Seite der Y-axe, also im 
I. oder IV. Teile, hingegen negativ, wenn er sich auf der 
linken Seite der Y-axe d. h. im II. oder III. Teile befindet. 
Die Entfernung y des Punktes P von der Geraden OX d.h. 
der X- oder Abseissenaxe nehmen wir positiv, wenn sich der 
Punkt P oberhalb der X-axe, also im I. oder II. Teile, hin- 
gegen negativ, wenn er sich unterhalb der X-axe, also im 
IIl. oder IV. Teile befindet. 


Sind z. B. die Entfernungen (Koordinaten) eines Punktes 


() von den beiden Axen, nämlich die sogenannte Abseisse 
x= + a und die sogenannte Ordinate y= — b gegeben, 
so lässt sich die Lage des Punktes genau bestimmen, denn 
dieselbe ergibt sich als Schnittpunkt der zwei Geraden, 
welche man in der gegebenen Entfernung a bezw. b parallel 
zu den Axen gezogen hat. 


Bun 


Nimmt man drei zu einander senkrechte Gerade OX; Fig. 2. 
OY und OZ und legt durch je zwei derselben eine Ebene — 
Koordinatenebene —, so wird dadurch der ganze Raum in 
acht Teile geteilt und die Lage eines beliebigen Punktes P 
in irgend einem ‚der acht Teilräume ist bestimmt, wenn man 
seine Entfernungen x, y und z von den drei festen Ebenen, 
nämlich der YZ-, XZ- und XY-Ebene kennt. | 

Die Entfernung x eines Punktes von der YZ-Ebene 
wird positiv gerechnet, wenn sich der Punkt auf der rechten 
Seite der YZ-Ebene befindet, ebenso die Entfernung y von der 
XZ-Ebene, wenn sich der Punkt vor der XZ-Ebene und die 
Entfernung z von der XY-Ebene, wenn er sich oberhalb 
der XY-Ebene befindet. 

Kennt man die drei Koordinaten des Punktes, so ist 
derselbe der Schnittpunkt der drei Ebenen, welche man in 
den gegebenen Entfernungen parallel zu den drei Koordinaten- 
ebenen zu legen hat. 


I. Absehnitt. 


Punkte in der Ebene und im Raume. 


Ein Punkt P mit den Koordinaten x und y sei vom Fig. 3. 
Anfangspunkt O der Koordinatenaxen um r entfernt, dann 
ist x? + y?=r?. Diese Gleichung gilt für alle Punkte P 
der XY-Ebene, welche um r von OÖ entfernt sind; denn wenn 
auch in einem Quadranten x oder y negativ ist, so wird 
doch. das Quadrat positiv. 

Die Gleichung drückt also den Ort aller in ein und 
‘derselben (XY) Ebene liegenden Punkte aus, die vom An- 
fangspunkte gleich weit, nämlich um r entfernt sind, d.h. 
x?+y?=r1r? ist die Gleichung eines Kreises, dessen Mittel- 
punkt der Koordinatenanfangspunkt und dessen Radius r ist. 

Die Gleichung gestattet ganz unabhängig von der Figur 
die Eigenschaften derselben aufzufinden; denn setzt man 
für x oder y einen beliebigen, aber kleineren Wert als r, 


Fig. 4. 


Fig. 5. 


u 


so erhält man zwei gleiche, nur durch das Vorzeiellen Von 


einander verschiedene Werte für y bezw. x, woraus folgt, 
dass die ganze Figur symmetrisch zu den beiden Axen liegt. 
Setzt man für x oder y einen grösseren Wert als r, so er- 
hält man einen’ imaginären Wert für y bezw. x, d.h. die 


Figur liegt ganz im Endlichen. Die Schnittpunkte der Figur De 
mit der X- bezw. Y-axe erhält man durch Einsetzen von 
y=o bezw. x=o in die Gleichung x? y?=r? woraus, 


sich ergibt x en, ver. +r: 

Ein Punkt P mit den Koordinaten xyz sei um r vom 
Anfangspunkt O entfernt, dannist=m’+z2?=x?’+y?-+22 
Diese Gleichung gilt für alle Punkte P des Raumes, welche 


um r von OÖ entfernt sind; sie drückt also den Ort aller im = 
Raume befindlichen Punkte aus, die vom Anfangspunkt gleich 


weit, nämlich um r entfernt sind, d.h. x? + y?+2?=r?2ist 
die Gleichung einer Kugel, dessen Mittelpunkt der Anfangs- 
punkt und dessen Radius r ist. ® 
Setzt man für zwei Koordinaten beliebige Werte, ers 
kleiner als r sind, so erhält man als dritte Koordinate zwei, 
nur durch das Vorzeichen verschiedene Werte; folglich liegt 
die ganze Fläche symmetrisch zu den drei Axen. Nimmt 
man eine Koordinate grösser als r an, so erhält man einen 
imaginären Wert d. h. keinen Punkt. Die Fläche liegt somit | 
eanz.im Endlichen. | % 
Die Durchstosspunkte der drei Axen mit der Kugel 
erhält man durch Einsetzen von.x—=0, y=0 md2 90° 


in die Gleichung der Kugel,nämlichz=e +, y=+rn, x=+r Ge 


Ein Punkt M habe die Koordinaten x,y, und einum r 
von demselben entfernter Punkt P die Koordinaten xy, dann 
ist X—xX,)?+(y—Yyı)?=tr? und dies gilt für alle PunkteP, 
die in derselben (XY) Ebene liegen und von dem Punkte M 
mit den Koordinaten x, y, gleich weit, nämlich um r ent- 
fernt sind; es ist also | 


Ku R-ir Il)’ ern 


die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt die Koor- = 


dinaten x, y, hat und dessen Radius r ist, 


> 
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Hat man einen Punkt M mit den Koordinaten x, y, z, Fig. 6. 


und einen um r von M entfernten Punkt P mit den Koor- 
dinaten xyz, dann ist, wenn man MP auf die XY-Ebene 
projiciert und MN parallel RS zieht, r?=MN?-+PN? 
= RS?+(z2—-z,)’=RT?’+ST?’+(z--z,)° 
= a HR Hy yY ir laez). 
Dies gilt für alle Punkte P des Ranmes, welche von 
dem Punkte x,y,z, um die Strecke r entfernt sind, d.h. 
(x—x,)”?+(y-y)’+ (@ - 2)’ =[r?ist die Gleichung einer 
Kugel, dessen Mittelpunkt die Koordinaten x,y,z, hat und 
dessen Radius r ist. i 
Ist M mit den Koordinaten xy der Mittelpunkt der 
Verbindungslinie der Punkte x,y, und x,y,, so istnach einem 
bekannten Satze der Planimetrie 


Kt % 
9 , 


MP oder ,— x=$(xz,—x,) oder x= 


ferner MN oder y—y, =4(y,—y,) oder J= a? 


Die Koordinaten des Mittelpunktes M der Verbindungs- 
linie zweier in ein und derselben (XY) Ebene liegenden 


Punkte x,y, und x,y, sindalso x = und y= Mana) 


MN sei eine Strecke im Raume und P ihr Mittelpunkt. 
Projieiert man die Strecke und ihren Mittelpunkt auf die 
drei Koordinatenebenen und zieht MA, NB und MC bezw. 
parallel zu den. Projektionen M,N,, M,N, und M,N, der 
Strecke MN, so ist wie vorhin 


PP’ = 4 CN oder x—x, =3 (—X,) oder sohn 
BP 4 MB oder y—y;=3 („—Y,) oder y an 
PER ZEHN oder ze 7, = Hulz, 27). 0den z = A = E 


Die Koordinaten des Mittelpunktes P der Verbindungs- 
linie zweier Punkte x,y,z, und x,y,2, im Raume sind demnach 
Be RT Js BER = 22 
=* 2 


FRE Meee und z 


Fig. 7. 


Fig. 8. 


Br ae 


Wir haben die Lage eines Punktes in der Ebene bezw. 


im Raume bestimmt durch seine Entfernungen von zwei auf 


einander senkrechten Geraden bezw. drei auf einander senk- 


rechten Ebenen. Ebenso gut könnten wir die Lage eines 


Punktes in der Ebene bezw. im Raume auch bestimmen 
durch seine Entfernung von einem festen Punkte O (Pol) 


und den Winkel, welchen diese Entfernung (Radiusvektor) 5 


mit einer von O ausgehenden festen Geraden OX bezw. drei 


auf einander senkrechten, in O sich schneidenden Geraden 
OX, OY und OZ bildet. Diese Bestimmungsstücke nennen 


wir im Gegensatze zu den rechtwinkligen Koordinaten Po- 


 Jarkoordinaten. 


Fig. 9. 


Fig. 10. 


Für einen Punkt P, der von dem festen Punkte O um 
entfernt ist, und dessen Radiusvektor mit der festen Ge- 
raden X den Winkel a einschliesst, ist dann x=o cos «und 


y=osine. Denkt man sich in O die auf X senkrechte 


Gerade Y errichtet, so ist XYOP = &XOPQ und man hat 
x=0 08 a y=o cos 3, wobei immer zwischen « und f die 
Relation cos? «+ cos? #=1 besteht, denn im rechtwinkligen 
Dreieck OPQ ist 
o? = 0? cos? «+ 0° cos? f oder 1=cos?« + cos? P. 

Für einen Punkt P, der von dem festen Punkte. O um 0 
entfernt ist und dessen Radiusvektor e mit den drei Axen 
die Winkel «@, £, y einschliesst, sind die Entfernungen von 


den drei auf einander senkrechten Ebenen oder die recht- 


winkligen Koordinaten 
x 0 OEL =D .08,9. 7 er 
Auch hier besteht zwischen den drei Winkeln «, 3 und z 
eine Relation, nämlich cos? & + cos? #+cos®?y=1. Esist 
nämlich, wie im Vorhergehenden gezeigt wurde, 


0e=x?+y?+ z?2.oder 0?= 0? cos’@- 0? cos? 4 0? cos?y ‘ 


oder 1= cos? @ + cos? P + cos? 7. 


I 


EL, RER 


II. Absehnitt. 


Gerade in einer Ebene und im Raume. 


In der XY-Ebene sei gegeben die Gerade AB, welche Fig.it 
mit der X-axe den Winkel « einschliesst und auf der Y-axe 
das Stück b abschneidet. Auf der Geraden AB wählen wir 
einen beliebigen Punkt P, dessen Koordinaten x und y seien» 
dann ist b: y=AO: AD=betge: (x + betge) oder 

EI TRR ax + b, wenn wir EI. = tge mit a 

ctga ctg a 

bezeichnen. Diese Gleichung gilt für jeden Punkt der Ge- 
raden AB. Setzt man für x bezw. y einen beliebigen Wert 
‚ein, so erhält man einen bestimmten Wert für y bezw. x. 
Jedem Wert von x entspricht ein Wert von y und umge- 
kehrt. Auf. diese Weise kann man sich beliebig viele 
Punkte der Geraden verschaffen. Da aber eine Gerade bereits 
durch zwei Punkte bestimmt ist, so genügt es, ausser 
dem bereits bekannten Punkte C noch den Schnittpunkt A 
zu suchen, für welchen y= 0 ist. Setzt man diesen Wert 
iny=ax-+b ein, so ergibt sich für den Punkt A der 


| Dat ET 
Wert re Es stellt also y=ax-+b die Gleichung 


einer in der XY-Ebene liegenden (Greraden vor, welche mit 
der X-axe den Winkel «& einschliesst und auf der Y-axe das 
Stück b abschneidet. 

Zu bemerken ist, dass der Winkel &@ immer im ent- Fig.l2. 
gegengesetzten Uhrzeigersinn gerechnet wird, was zu beachten 
ist, wenn die Gerade die in Figur Nr. 12 angegebene Lage 
einnimmt. Man hat nämlich dann 
biy=betgß:(—x+betgM)odery- I ÜR®_ 1x +b. 

[eo 

Ein Punkt des Raumes ist z. B. seiner Lage nach be- Fız.13 
kannt, wenn man seine Projektionen in zwei Koordinaten- 
ebenen kennt. Da eine serade durch zwei Punkte bestimmt 
ist, so wird eine Gerade im Raume bestimmt sein, wenn 

a 


ee 


man die Projektionen zweier ihrer Punkte d. h. die Projek- 
tionen der Geraden in zwei Koordinatenebenen kennt. 


MN sei eine Gerade im Raume, M,N, ihre Projektion 
in der XY-Ebene und M,N, ihre Projektion in der XZ-Ebene, 
dann ist, wie wir oben gesehen haben, wenn M,N, mit der 
X-axe den Winkel « einschliesst und auf der Y-axe das 
Stück b abschneidet und wenn M,N, mit. der X-axe den 
Winkel # einschliesst und auf der Z-axe das Stück d ab- 
schneidet, y=ax-+b die Gleichung der Projektion M;,N, 


und z=3,x-+d die Gleichung der Projektion M,N, mn 


welchen Gleichungen zur Abkürzung tea=a und tef=a, 
gesetzt ist. Die beiden Gleichungen zusammen stellen also 


eine Gerade im Raume vor, deren Projektionen in zwei 


Ebenen durch die Stücke a und b bezw. a, und d gegeben 
-sind. 


: Anstatt die Gerade auf die XY- und XZ-Ebene zu - 


projieieren, hätten wir sie auch auf die XY- und YZ-Ebene 
oder auf die .XZ- und YZ-Ebene projieieren können und 
hätten für die Gerade bezw. das Gleichungspaar ; 
y=-ax-+b z=auxXH+td 
an u y-4,z2+ n 
erhalten, vorausgesetzt, dass die Projektion auf die YZ-Ebene 
mit der Z-axe den Winkel y einschliesst und tgy mit a, 
bezeichnet wird. . 
Wie vorhin für den Direlinittäpnirkt der Geraden mit 
‚der X- bezw. Y-axe y bezw. x=( war, so ist jetzt für den 
Durchschnittspunkt der Geraden mit der XY-, YZ- und XZ- 
Ebene bezw. z=0, x=-0,y-=0. Setzt mar diese Wa 


7. B. in das erste Gleichungspaar. so erhält man für den 


Durchschnittspunkt der Geraden mit der XY-Ebene x= — = 
1 


y=b— = fir den Durchschnittspunkt der Geraden mit der 
1 


YZ-Ebene y=b und z=d und für den Durchschnittspunkt z 


mit der XZ-Ebene x = — ö Rndzel- oe, 


ee 


IHR ENEL. 


Spezielle Lagen. 


Geht die in der XY-Ebene befindliche Gerade L durch Fig.14. 
den Anfangspunkt OÖ der Koordinaten, so ist wegen b=0 
die Gleichung der Geraden y = ax. 

Geht die im Raume befindliche Gerade L durch den 
Koordinatenanfangspunkt O, so ist sie wieder bestimmt, 
wenn man irgend zwei Projektionen derselben in zwei Koor- 
dinatenebenen kennt. Projieiert man die Gerade auf die 
XY- und XZ-Ebene, so sind die Gleichungen der Geraden 
y=ax und z=a,x, wenn die Projektionen mit der X-axe 
die Winkel &@ und $ einschliessen und tga = a und tgf=a, 
gesetzt wird. 

Ist die in der XY-Ebene befindliche (Gerade IL, senk- Fig.t5. 
recht zur Y-axe und um a von der X-axe entfernt, so ist 
ihre Gleichung y =a. Ist die Gerade M senkrecht zur X-axe 
und um b von der Y-axe entfernt, so ist ihre Gleichung x=b. 

Ist die im Raume befindliche Gerade L senkrecht zur Fig.16. 
XY-Ebene und von der XZ- und YZ-Ebene um b bezw. a 
entfernt, so sind ihre Gleichungen x=a, y=b. Ist die 
(serade M senkrecht zur YZ-Ebene und von der XY- und 
XZ-Ebene um d bzw. c entfernt, so sind ihre Gleichungen 
y=c,2=4d. 

Ist die Gerade N senkrecht zur XZ-Ebene und von der Fie.17. 
XY- und YZ-Ebene um f bezw. e entfernt, so sind ihre 
Gleichungen x=e, z=1f. 

Eine Gerade können wir ausser durch ihre Neigung 
gegen eine Axe und ihren Abschnitt auf der anderen Axe 
auch durch einen ihrer Punkte und ihre Richtung bestimmen. 

Es sei M mit den Koordinaten x,y, ein fester Punkt der Fig.is. 
Geraden L, die mit der X-axe den Winkel «& bildet, und P 
ein beliebiger Punkt der Geraden L, der von M die Ent- 
fernung o hat. Sind x und y die Koordinaten des Punktes 
P, so ist x=x, +ocoseundy=Yy,-+ osina. Da die Koor- 
dinaten x und y nur von o abhängig sind, so sind dieselben 
Funktionen von eo, und da jeder Punkt der Geraden L eine 
andere Entfernung e von dem festen Punkte M hat, zu 


SIE ren) 


jedem x und dem zugehörigen y aber nur ein ganz be- 
stimmtes oe gehört, so erhält man alle Punkte der Geraden, 
wenn man der veränderlichen Grösse o (dem Parameter) alle 
möglichen positiven und negativen Werte beilegt, somit sind 
Gleichungen einer Geraden, welche durch 
den festen Punkt x,y, geht und mit der 
X-axe den Winkel « einschliesst. x 


x=xX,+tocose] 
Yasiy, +osinaf 


Diese sogenannte Parameterdarstellung der Geraden 
lässt sich noch auf eine andere Form bringen. | 

Bedenkt man, dass auch der Winkel £ bekannt ist, 
den die Gerade L mit der Y-axe bildet, falls der Winkel «@ 
gegeben ist, den die Gerade mit der X-axe einschliesst, und 
dass dieser Winkel £ bei P wieder auftritt, so ist 
x=x,+gcose] 
y=Yyıtocosf] Sn, 

Dabei besteht immer. die Relation coa+tco8d=1, 

denn in dem rechtwinkligen Dreieck MPQ ist 0? =o?cos?« 
+ e?sin?« oder cos?« + sin«—1; nun sind aber @ und % 
Komplementswinkel, folglich cos®« + cos’P=1. 

Fig. 19. Es sei M mit den Koordinaten x, y,z, ein fester Punkt der 
Geraden L, die mit den drei Axen die Winkel a, und 7 
einschliesst, und P ein beliebiger Punkt der Geraden L, der 
von M die Entfernung o hat, dann ist nach dem Voraus- 
sehenden, wenn man sich die Koordinatenebenen parallel zu 
sich verschoben denkt mit dem Ursprung in M, in Bezug 
auf das neue Koordinatensystem £ 
ne Da aber der Punkt M selbst schon die Kntfer- 
y=ocosf, nungen x,y,z, von den drei Koordinatenebenen 
2 = 0608 | hat, so sind die Koordinaten des Punktes P 


die Parameterdarstellung der Geraden. 


x=X,+0(085@ 
"y=yıtocosf 
Z=2,7-0C08y. 
‘Je nach der Wahl von o erhält man verschiedene 
Punkte P, und da xyz Funktionen des Parameters _ sind, 
so ist 


N 


x=x,-+tocosa) die Parameterdarstellung einer Geraden im 
Y=Yy,-+e0c0s z| Raume, von welcher bekannt sind ein Punkt 
7=7; + 0008 >) x,yı72, und die Winkel «, £,y, welche die 
Gerade mit den drei Koordinatenaxen bildet. 

Sollen aber die drei Gleichungen gleichzeitig neben- 
einander bestehen, welche Werte man auch der Variabelen o 
beilegen mag, so müssen die ‘drei Winkel eine bestimmte 
Bedingung erfüllen; es muss nämlich wie früher cos?« + cos? 
+ e0s?yr=1 sein. : 

Eine Gerade ist ihrer Lage nach ferner gegeben, sobald 
man zwei ihrer Punkte kennt. 


Die Koordinaten der beiden Punkte seien x’y’ und x’'y‘. 
Die-allgemeinste Gleichung der Geraden ist y=ax-+b. Soll 
die Gerade durch den Punkt x’y’ gehen, so muss y’=ax’+b 
sein. Durch Subtraktion der beiden Gleichungen folgt 1) 
y—y =a(x—x‘) als Gleichung einer Geraden, welche durch 
den Punkt x‘y‘ bestimmt ist und den Winkel, welchen sie 
mit der X-axe einschliesst. Soll die Gerade durch den 
Punkt x’y‘ gehen, so müssen auch dessen Koordinaten die 
Gleichung der Geraden befriedigen, d.h. es muss 2) y"—y 
=a(x"—x‘) sein. Durch Division der Gleichungen 1) und 
2) fällt die unbekannte Grösse a hinaus und man erhält 


I—y' xx 
art —= — -—— als Gleichung einer Geraden, welche durch 
Er x 


RT TIBZ 
die Punkte x’y’ und xy‘ geht. 

Eine Gerade im Raume sei durch zwei Punkte mit den 
Koordinaten x’y’z’ und x‘y‘z‘ bestimmt. Die beiden 
(Gleichungen der Geraden müssen dann von der Form 
x=az+m und y=bz+n sein. Soll die Gerade durch 
den Punkt x‘y‘z’ gehen, so muss x = az’+- mund y =bz’+n 
sein. Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen von den 
beiden vorhergehenden folgt x—x’=a(z—z') und y—y' 
—=b(z—z‘) als Gleichung einer Geraden, welche durch den 
Punkt z‘y‘z‘ geht. Soll die Gerade auch durch den zweiten 
Punkt x‘y‘z' gehen, so muss x" —x’=a(z"—z') und 
y'—y'’ =b(z‘“ —z‘) sein. Durch Division fallen wie vorhin 


ee 


die unbekannten Grössen a und b hinaus und man erhält 
xx 2 — 2 y—-jy 2 — 7 


ee 
gr FR x' N 7 er z' ve Fr y‘ z' ER z' 
x— x vy-—-y 2— 7 
ge RE x’ y’ m y' Pe z" N z‘ 


als Gleichungen einer Geraden im Raume, welche durch die 
Ponkte xyz. und xyz geht: 

Fig. 20. Die Verbindungslinie der Pnnkte M, und M, mit den 
Koordinaten x,y, und x,y, sei im Punkte P mit den Koor- | 
dinaten xy im Verhältnis von m:n geteilt, so dass MP = 2 
und PM, =ne, dann ist 

VNA) mo er no) 


GM  my,—Mmy,-+my, +Dy, my ae 
Rz m-+n BEE m+n men 
KERNE I) MO 
x—- X, = (%—2 = m oder Aha AR ra MX, MX, _ MHNX, 


mens: m+n a 

Die Strecke M,N, kann auch ausserhalb durch den 

Punkt P’ im nämlichen Verhältnis m:n geteilt werden und 

man findet für die Koordinaten dieses Punktes ebenfalls 

unter Anwendung des Proportionalsatzes und wegen der 

entgegeengesetzten Richtung mit Berücksichtirung der Zeichen 
mx, — ax, my; —ıy, 


x — —— undy= 
m'—.n U 


Dividiert man die Gleichungen durch n und setzt u 


a a Aa st ae 
so erhält man x = 4 a als Koor 
dinaten eines Punktes, der die Verbindungslinie der Punkte 


x,y, und x,y, im Verhältnis von 1:4 teilt. 


Da aber die Koordinaten x und y nur abhängig sind 5 
von der Variabelen A und man alle Punkte der Geraden 
erhält, wenn man A alle möglichen Werte von — > bis + 
beilegt, so bilden beide Gleichungen auch eine Parameter- 
darstellung einer Geraden, die durch die Punkte x,y, und 
x,y, geht. Ä EM 


RT N. 


Setzt man A =], so erhält man wieder wie früher die 
| X 2 
Koordinaten des Mittelpunktes x = ee, Ve ae 
Handelt es sich um die Bestimmung des Schwerpunktes Fig.21. 
eines Dreieckes ABC, dessen Eckpunkte durch die Koor- 
dinaten x (Ya, Kaya, Kaya gegeben seien, so sind die Koor- 
dinaten des Punktes D als Mittelpunkt von AC x’ = len = 


N Yı er an, da nun der Schwerpunkt OÖ die Schwerlinie BD 


im anne von 1:2 teilt, so sind seine Koordinaten 

 Xg+2x fig ray il _Krrt% ,_Yıtyatys 

ea > RER ln 
Die Verbindungslinie der Punkte M, und M, im Raume Fig.22. 

‘ mit den Koordinaten x,y,2z, und x,y52, sei durch den Punkt 

P mit den Koordinaten xyz im Verhältniss von m:n geteilt, 

so dass PM, =me und PM, =ne. 


Projiciert man die Strecke M,M, auf die XY-Ebene 
und legt in der Ebene M,M', die Gerade M,R parallel zur 
XY-Ebene, so ist (2— 2,):(z, — 2) = me:(me + ne); 


127, (@Za)M ger „ _ Ma —mz, + mz, tz, _mz,+nz,, 
N m+n m+n 


ebenso würde man durch Projektion der Strecke M,M, auf 
Era undy= et a0 
m-+n m+n 
und für den ausserhalb befindlichen Teilpunkt P’ dieselben 
Werte, jedoch ein negatives n. Dividiert man die beiden 


die YZ- und XZ-Ebene erhalten x= 


Gleichungen wieder durch n und setzt 4, so erhält man 


SEE ,y= Zus VA, Bu als Koordinaten 
eines Punktes, der die Verbindungsstrecke der Punkte x,yıZ, 
und x,y;2,; im Verhältnis von m:n bzw. 1:4 teilt. Aus 
dem oben angegebenen Grunde bilden diese drei Gleichungen 
zugleich auch eine Parameterdarstellung einer Geraden im 


Raume, welche durch die Punkte x,yıZz, und x,y,z, geht, 


Rs 


a ae 


i | le 
Setzt. man. m-—=.n Oder 4 = 1, smd x — u 
} 2 EEE EE. 2 | 

Ir 2, a die Koordinaten des Mittel- 


punktes der Verbindungsstrecke der Punkte x,y.zı und X,y32,. 


Fig. 23, Handelt essich um die Bestimmung des Schwerpunktes 
eines Dreieckes ABC im Raume, dessen Eckpunkte durch 
die Koordinaten XıYıZ, X3Ja7Z; und X,y32, gegeben sind, dann 
sind die Koordinaten des Punktes P als Mittelpunkt von AU 


ae nn Yı ts, Js 02. 2 Ze 


et $) —“\_\öeee— 


2 2 AR 2 
und die Koordinaten des Schwerpunktes O, da er die Schwer- 
linie BP im Verhältnis von 1:2 teilt, 


X % 2x Maar u Zi a 22, oder 
ET A a >: 
iu er 0 Sehe 0), 
3 RUE 3 RT 
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Ill. Absehnitt. 


Gerade und Ebenen. 


Fig. 4. Wie die Gleichung einer im Abstande a zur Y-axe pa- 
rallelen Geraden x=a war, so ist die Gleichung» einer im 
Abstande a zur YZ-Ebene parallelen Ebene x=a, da für 
alle ihre Punkte x=a ist. Ebenso ist‘ y=b nicht nur die 
Gleichung einer Geraden, welche im Abstande b parallel zur 
X-axe gezogen ist, sondern auch einer im Abstande b pa- 
rallel zur XZ-Ebene gelegten Ebene, da für alle ihre Punkte 
y=b ist, und z=e die Gleichung einer im Abstande ec zur 
XY-Ebene parallelen Ebene, da für alle ihre Punkte z = eiist. 

Eine Gerade ist unter anderem bestimmt, wenn man 
die Grösse und Lage der vom Ursprung auf sie gefällten 
Senkrechten kennt. | 

Fig. 25. Wir greifen einen beliebigen Punkt P der Geraden L 

heraus, Seine Koordinaten seien x und y. Zieht man 


uam 


BC!L und PD||OA, dann ist OA=0OC-+-CA =x. cos«a-+ PD 
—= xcos@e-+ycosf; setzt man OA=d, dann ist xcos« 
+ycos#?—d=0 die Gleichung der Geraden und zwar nach 
Hesse die Normalform der Geraden, weil die Gerade durch 
die Grösse und Lage einer Normalen bestimmt ist. 


Hilfssatz: 


Projieiertt man den gebrochenen Linienzug ABC auf 
die Gerade L, so ist A’C’ = A'B’+B’C’, oder, wenn die 
drei Geraden AB, BC, CA mit der Geraden L die Winkel 
a, ß, y einschliessen, ACcosy = ABcos«@ + BÜ cosß, d. h. die 
Summe der Projektionen einer gebrochenen Linie auf eine 
Gerade ist gleich der Projektion der Verbindungslinie' der 
Endpunkte der gebrochenen Linie auf die Gerade. 

Eine Ebene ist bestimmt, wenn man die Grösse und 
Lage der vom Ursprung auf diese Ebene gefällten Senk- 
rechten Kennt. 


Das Lot OA vom Ursprung O auf die Ebene E sei d 
und schliesse mit den Koordinatenaxen die Winkel «, A, ein. 
Ist P mit den Koordinaten xyz ein beliebiger Punkt der 
Ebene, und projieiert man die gebrochene Linie OBAP auf 
die Gerade OA, so ist nach dem vorigen Satze die Summe 
der Projektionen gleich der Projektion von OP auf die Ge- 
rade OA, d. h. xcos@e+ycosd+zcosy—d=0; dies ist 
zugleich die Gleichung der Ebene und zwar nach Hesse die 
Normalform der E%ene, weil die Ebene durch Grösse und 
Lage einer Normalen bestimmt ist. 


Ausserhalb der Geraden L, die vom Ursprung die Ent- 
fernung d habe, sei ein Punkt: P mit den Koordinaten x’y‘ 
gegeben. Um seine Entfernung e von der Geraden L zu 
finden, ziehen wir durch denselben eine Parallele zuL. Hat 
dieselbe vom Ursprung die Entfernung d‘, so ist ihre Gleichung 
xcos@a+ycosß —-d’=0. Soll der Punkt P auf dieser Ge- 
raden liegen, so müssen seine Koordinaten die Gleichung der 
Geraden befriedigen, d. h. es muss x’ cos@ +y’cosßf —d'=(0) 
sein. Mithin ist die Entfernung des Punktes P von der 

2 


Fig.26. 


Fig.27. 


Fig.28. 


Auge 


Geraden L 
e=d'—d=x'cose + ycosßf—d. 
Setzt man also in der Normalform einer Geraden die 
Koordinaten eines beliebigen Punktes ausserhalb der Geraden 


ein, so hat der Ausdruck nicht den Wert 0, sondern gibt m 


die Entfernung des Punktes von der Geraden an. Liegt der 
Punkt P diesseits der Geraden L, so iste=d— d’ = — (d’—d), 
d. h. der Wert von e unterscheidet sich von dem vorhin 
eefundenen nicht durch die Grösse, sondern der EN 
gesetzten Lage wegen nur durch das Zeichen. 

Fig. 29. Ausserhalb der Ebene E, die vom Ursprung die En 
fernung d habe, sei ein Punkt P mit den Koordinaten x’y’z 
gegeben. Um seine Entfernung von der Ebene E zu finden, 
legen wir durch denselben eine Ebene E’|E; hat dieselbe 
vom Ursprung die Entfernung d’, so ist ihre Gleichung 
xcos@e+ycosf+zcosYy—d’=(0. Soll der Punkt P auf 
derselben liegen, so muss x’cos@ + y’cosß + 2° c08y —d'=(0) 
sein, woraus folgt d’=x’cos« + y'c0sß--z'c0sy. 

Mithin ist die Entfernung des Punktes P von der 
Ebene E 

e=d’—d=x'cose«e- y’cos#--z'c0sy —d. 

Setzt man also in der Normalform einer Ebene die 
Koordinaten eines beliebigen Punktes ausserhalb der Ebene 
ein, so hat der Ausdruck x’cos@a-+-y’cos# + z'cosy—d 
nicht den Wert 0, sondern gibt die Entfernung des Punktes 
x'y’z’ von der Ebene an. Liegt der Punkt P diesseits der 
Ebene E, so wird die Entfernung e=d—d‘, d.h. der 
Ausdruck x’cosa@ 4 y’cosß+7'cosy—d gibt die negative 
Entfernung an, oder die Entfernung ist gleich dem negativen 
Werte des Ausdruckes x’ cos@ + y’ cos ß+z'cosy —d. 

Aus der Normalform der Geraden xcos@e-t yeosß 
+zcosy—d=0 ist ersichtlich, dass jede lineäre Gleichung 
mit zwei Unbekannten von der Form Ax+By-+C=0 eine 
Gerade vorstellt. Freilich wird A nicht cose, B nicht e0sß 
und C nicht —d sein. Es wird vielmehr, sollen die beiden 
Gleichungen Ax+-By—+-C=0 und x cose+ ycosß— d=0 


N 


ein und dieselbe Gerade vorstellen, oA = cosa, eB = cos fund 
eÜ—= — d sein, wo o ein erst noch zu bestimmender Faktor ist. 
Wenn wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem zu Fig.30. 
Grunde legen, so sind « und # Komplementswinkel, folglich 
cos = sine. Quadriert man die beiden ersten Gleichungen, 
so hat man kr DE add 
03 B?= sin?’e| ” 


a ee; 
I yarıpı 


cemeineGleichung Ax + By+UC=0Omit 


Multipliziert man demnach eine all- 


so wird 


NIT 

VA? B?® 

die Gleichung dadurch auf die Normalform zurückgeführt 

A B Ü 
m x -H Eee 2 es Y - TEE a 0 
VASEBE , VArdEBr‘.) Yazı pe 

d. I. die Entfernung der(eraden vom Ursprung ist — er 
YA®?-+ B? 

und die Lage des Lotes vom Ursprung auf die Gerade wird 


a = c0se und RE gig cosß. 
VA? + B2 VA?-+ B: 

Ebenso lässt sich auch zeigen, dass diese allgemeine 
Gleichung der Geraden Ax + By + © = 0 sich in jede andere 
Gleichung der’ Geraden überführen und die jeweiligen Be- 
stimmungsstücke der Geraden erkennen lässt. 


bestimmt durch 


Aus der Normalform der Ebene xcos«@-ycosf 
+ 2008y—d=0 ist ersichtlich, dass jede lineäre Gleichung 
mit drei Unbekannten Ax+- By+0z-+D=0 eine Ebene 
vorstellen muss. Es wird aber auch hier A nicht cosa, 
B nicht cos, C nicht cosy und D nicht‘ — d sein, sondern 
oA =cosa, oB=cosß, oC= c0sy, oD=—d. Quadriert 
man die drei ersten Gleichungen, so hat man 
o’A?—= cos?«a 
ou,B#= cos? al 
020%, —,.608%% 
0?(A?+B? + C?) = cos?a + 608? A + cos? y. 


a N) 

Nun ist aber, wie früher bewiesen wurde, die Summe 

der Richtungskosinuse immer gleich der Einheit, demnach 
BE LEN 

VA®LB®4 Ar ?__B? 0? +0? 

chung der Ebene Ax + By + 02 +D = 0 mit —— 


.Multipliziert man also die allgemeine Glei- 


1 
vA®+B’+0? 
so wird et dadurch auf die Normalform gebracht 

N . > _y+ . 2 
VATHBTEG,- ‚VAZEB 10: v?rB ro 
ee 

YA? LB2 1508 


fernung der Ebene vom Ursprung angibt und 


—®d, 
VA®--B2I@ 
A 


wymero 


2 — 08ß, ee cos y die 


apa, nm 
Lage des Lotes vom Ursprung auf die Ebene bestimmt. Auch 
diese allgemeinste Gleichungder EbeneAx + By+(z+D=0 
lässt sich in alle anderen Gleichungen der Ebene überführen 
und dann die jeweiligen Bestimmungsstücke der Ebene er- 
kennen. 

Fig. 31. Eine Gerade L sei gegeben durch die Abschnitte a 
und b, welche sie auf den beiden Koordinatenaxen bildet. 
Schliesst die Gerade mit der X-axe den Winkel @ ein, so 
ist nach dem Früheren die Gleichung der Geraden y=ax-+b, 


wo a=tga, mithin y=—xtgf+b= — a. +b oder - 


+ > —=1; dies ist die Gleichung der Geraden, welche auf 


der X-axe das Stück a und auf der Y-axe das Stück b ab-/ 
schneidet, denn für y=0 erhält man den Durchschnitt der 
Geraden mit der X-axe im Punkte x=a und für x=0 den 
Durchschnitt mit der Y-axe im Punkte y=b. 


Fig. 32, Eine Ebene schneide auf den drei Koordinatenaxen die 
Stücke a, b, ce ab. Denken wir uns die Gleichung der Ebene 
in ihrer allgemeinsten Form gegeben Ax+By+(z+D=0, 


wo.— 2 die. Ent 


BR RE 


so ist für den Durchschnitt der X-axe mit der Ebene y=0) 
und z=0. Die Koordinaten dieses Punktes müssen der 


‘ Gleichung der Ebene genügen, folglich ist x = zen ein 


- Punkt der Ebene und zwar der Schnittpunkt der X-axe mit 
der Ebene; für den Durchschnittspunkt der Y-axe mit der 


Ebene ist x=0 und z=(, mithin y= Er und für den 

Durehschnittspunkt der Z-axe mit der Ebene ist x= (0 und 

y=(), folglich z= — En Nun ist aber x=a, y=b und 

D D D 

z =c gegeben, folglich a= — IR oder A = — ER Ihe Sp: 
oder B= in = wa oder U = a 

Setzt man diese Werte in die allgemeine Gleichung 


der Ebene ein, so ergibt sich — = x— ne y— m —D=0 


oder 4 + —1 als Gleichung einer Ebene, welche auf 


den Koordinatenaxen die Stücke a, b, c abschneidet, denn 
ur y Oeindz— (wird x — a, für’x a und z= 0 wird 
m ennd fürx —= U) und y.— 0>wird:.z =c. 


Von einer Geraden Ax+ By + 6 = 0 seien zwei Punkte 
x'y’ und xy‘ gegeben. Soll der Punkt x’y’ auf der Geraden 
liegen, so muss Ax’+ By’+C=0( sein, und soll auch x’'y“ 
auf der Geraden liegen, so muss Ax’ + By"+C=0 sein. 
Fassen wir A,B,C als Unbekannte auf, so sind die drei 


(Gleichungen 


Ax’+By+C0=0 

Ax"’+By"+C=0 
in A, B und © homogen; solche homogene Gleichungen 
können aber nur dann gleichzeitig neben einander bestehen, 
wenn zwischen den Koeffizienten eine bestimmte Beziehung 
stattfindet, wenn nämlich die Resultante 


Ax +By Kozı 


22 


xy 


x.ylı | 
x'y'1lj=0. Löst man aber die Determinante |x’y‘ 1‘ 19) 
eye Boa 
auf, so erhält man x Ki Ds er Ar % ns 0, oder 
/ Be a | 
xy —-y')—-x yy)hxtly --y')=0. Diese Gleichung - 
ist aber die nämliche wie ua . u I nur sind die 
er 
xy1l 
Nenner beseitigt. Mithin stellt auch x’ y = en die Gleichung 
WR 


einer Geraden vor, welche durch ir zwei Punkte x’y‘ und 
xy... geht. 


Von einer Ebene Ax+By+ÜUz+D=0 seien drei 
Punkte x’y’z‘, xyz’ und x‘'y‘'z‘“ gegeben. Sollen diese 
- drei Punkte auf der Ebene liegen, so muss 

Ax’ + By’ +2 +D=0 

Ax’ + By" + "+ D= ) 

Ax'' + By" + Cz"+- D= 0 
sein. Wir sehen die Grössen A, B, C, D als, Unbekannte 
an, dann sind diese drei Gleichungen und die Gleichung der 
Ebene homogen in den vier Unbekannten A, B,C, D und es 
muss wieder, wenn die vier Gleichungen gleichzeitig neben 
einander bestehen sollen, 


i 

1 ee, 
ed = () sein. 

1 


Diese Resultante gleich Null gesetzt stellt somit die 
Gleichung einer Ebene vor, welche durch die ‘drei Punkte 


‘ I .z! “u Hd zit 4a ui „til 


xyaayez' nnd yiz% geht: 


“4 44 


Drei Punktex'y’, x” y‘ undx‘‘ y‘' werdenimallgemeinen 
nicht auf ein und derselben Geraden liegen. Die Gerade 
sei Ax+By-+Ü=0; sollen die drei Punkte auf dieser Ge- 
raden liegen, so muss 


44 


Ax + By. +C6= b] sein. Sollen aber diese drei Glei- 


Ax’’+ By’ —+ C= 0, chungen gleichzeitig neben einander 

Ax'"+ By" +(6= 0) bestehen, so muss die Resultante 
Ro 15 

‘verschwinden, d. h. | EAN Ei 0 ist die Bedingung dafür, 
a 


dass die drei Punkte x’y’, xy‘ und x’'y‘“ aufein und der- 
selbeu Geraden liegen. 

Mn EEE RUE KUN NO X rZWer- 
den ebenfalls im allgemeinen nicht auf ein und derselben Ebene 
liegen. Die Ebene sei Ax -By+Cz-+-D=0. Sollen die 
vier Punkte auf dieser Ebene liegen, so muss 

Ax + By +Cz —-D 
Ax“ + By’ + Cz’ +D=0 
Ax’ + By” +02” + D=0 
Ax’' 4 By‘ 6Gz'“— D 
sein. Sollen aber diese vier Gleichungen gleichzeitig neben 
einander bestehen, so muss wieder die Resultante verschwin- 


I 
o 


| 
o 


Er 20 RR > Se ist die Bedingung dafür, dass 
Kar Yanzt 1 __ „ die vier Punkte x'y’z‘, x’'y''z“, 
x’ ws z 1 Rey und 2 ee Al auf 
RZ einund derselben Ebene liegen. 


Winkel zweier Geraden. 


Zwei Gerade L und L’ seien in der allgemeinen Form 
gegeben Ax+By+C= 0 und 
Ax+By+Ü=0. 
| Schliessen die beiden Geraden mit der X-axe die Win- 
kel @« und «@’ ein, so ist der Winkel #, den die beiden Ge- 
raden mit einander bilden, ®—e. Aus der Gleichung der 


ersten Geraden folgt y= — BI En und aus der Glei- 
A’ 0% 
chung der zweiten Geradeny= — BT Br? worausersicht- 


lich, dass ga = — = und ge = — A’ 


Mitinit e® tee _ 0 2 er 
Ad AB; BA’ 


wen! a B BB‘ SRABOBA. 
Ir ee AAU N BR‘ + AA) AA/-HBB' 
BB‘ BB’ 
L le 
"1+1229= De 
Aber 2.4 1& Fe,‘ folglich cos 4 — Me 
u Lae dr 
= 1 [AB BANN (AA’ + BB)? + (AB! — BAM? 
AA’+BB‘ (AA’ + BB‘)? SR 
AA‘ + BP’ 
= ax )2+(BB/)2+2AA’ : BB'#(ABY?+H(BA SE FOAA BB 

Aa BB! % AA' + BB. | 


yArArFBN) HBAF-BN vr 

d. h. der Winkel 9, den zwei Gerade Ax+By+C=0und- 

Ax+B’y+C‘’=0 mit einander bilden, ergibt sich aus 
AA’-+- BB’ 


VA? + BY (AT+ BR) 


cost = 


Winkel zweier Ebenen. 


Um den Winkel zu bestimmen, den zwei Ebenen mit 
einander einschliessen, müssen wir zuerst den Winkel be- 
rechnen, den zwei Gerade im Raume mit einander bilden. - 


Fig. 34. Man denke sich das Koordinatensystem parallel zu sich 
selbst so verschoben, dass der Anfangspunkt OÖ mit dem 
Schnittpunkt der beiden Geraden L und L/‘ zusammenfällt. 
Die Winkel, welche L und L‘ mit den drei Axen bilden,, 
seien @,ß,y bezw. «@‘,f‘,y' und der Winkel, den die beiden 
Geraden mit einander bilden, #.  Projieiert man eime be- 
liebige Strecke OM =r der Geraden L auf die Gerade L‘ 
und sind die Koordinaten des Punktes M x,y,z, so ist, wie 
oben gezeigt wurde, die Summe der Projektionen der ge- 


brochenen Linie OAPM auf die Gerade L’ gleich der Pro- 
jektion der Verbindungslinie ihrer Endpunkte OÖ und M auf 
die Gerade L’‘, d. h. xcosa’ +ycosf’ +zcosy' =rcos#, 
aber x=rcosa, y=1rc0sß, z=1rcosy, folglich ist. der 
Winkel 3, den zwei Gerade mit den Richtungswinkeln «, ,y 
und a‘ #‘y‘ einschliessen, gegeben durch cos# = cosacos«’ 
+ cosßcos f' + cosy cos y. 

Sind zwei Ebenen Ax + By + Cz2+D= 0 und Ax-+PB’y 
+C’y+D'=0 gegeben, so ist, wie oben gezeigt wurde, 


die Lage. der Ebene E gegeben durch cosa = AN © 
VA2-+-B?+02 

cosf = an 608% = ——————_ +nd die Tage der 

VA?+B?+C? VA?-+B?’+C? 
Ebene E’durch cosa’ = ER NY - & | 
VA@2-B2-L02 VA®+B?4+C” 
U i 
cosy' = —, wenn @,ß,y und «‘,‘,y‘ die Winkel 
% VA®+B”?+C”2 ’ 


sind, welche die Lote d und d‘ mit den drei Koordinaten- 
axen einschliessen. Der Winkel %, den die zwei Ebenen 
E und E’ mit einander bilden, ist gleich dem Winkel, den 
die zwei Lote d und‘ vom Ursprung O auf die zwei Ebenen 
bilden, und dieser Winkel ist, wie eben gezeigt wurde, ge- 
geben durch cos (dd’) = cos a cosa’ + cos fcosß’ + cosy cosy". 

Setzt man für die Richtungskosinusse die entsprechenden 
Werte ein, so erhält man 

AA’ + BB’ + CC 

V(A?: aan 7) (Ay3 SEBrE.Er C2) 
womit der Winkel # gegeben ist, den zwei Ebenen Ax+ By 
+(Cz+-D=0und Ax + By + C'y + D' = O0 mit einander 
einschliessen. 


cooF = 


}) 


Spezielle Lagen. 
Stehen zwei Gerade auf einander senkrecht, so ist 


aM HIchTne coBn =. 0. > Er a 
VA? eK B?) (A3 uk B‘2) 


Fig.35. 


d.h. AA’ + BB’ =( ist die Bedingung dafür, dass die zwei 
Geraden Ax + By +06 = O0 und Ax + Biy - (= N | 
auf einander senkrecht stehen. | 


Stehen zwei Ebenen auf einander senkrecht, so ist 


+ — A; mithin os N An er 
V(A°+-B’+-C’\A®B°03 
d.h. AA’ —- BB’ + 00’ = O0 ist die Bedingung dafür, dass 
die zwei Ebenen Ax + By + (Cz + D= 0 und Ax+B'y 
+ (60z+-D' =0 auf einander senkrecht stehen. | 
Sind diezwei Geraden parallel, soist =0,mithineos#=1' 

2 AA’—-BPB' 
V(A®+-BS)(A+-B'%) 
A®A'? 1-2 AA'BB’ {+ B?B’? = A®A'? | AB? A?B? BB 
A®B2—2 AA'BB'-+A®B?=0,(A'B-- AB')?=0, A B— AB—=0 
oder A:B=A':B‘, d. h. zwei Gerade Ax + By +C=0 
und A'x-+By-+C'=0 sind parallel, wenn die Koeffi- 

zienten von x und y proportional sind. 


Sind die zwei Ebenen parallel, so ist 9 = (0, mit- 
hin, es Ir 
V(A? = B? — 02) ) (A? + 4 BW@ = C'2) 


‚d.h. AA'+BB'=y(A®TB2YASEB®, 


d. I. AA’ + BB’ + CC = YA? BE CH AT TB? CH, 


A®A?--B’B-+C2C?-H2 AA BB Z2AA'CO T2BB CO 
— A2B?--A%2024-A?B”?-+B2B?--B0?--A2C’’+-B2C?-+C202, 
(AB? — Q2AA’BB’ + A®B2) + (A?C'? — QAACC — AP02 
+ (B?C? — 2 BB’CC'’+B2C9)—=0, (AB'’— AB OAACT RO) 
+ (BC — BC) = 0, woraus folgt 1) (AB’ — A'B? = 0 
2) ee 3) (BC'—B’C)?=0, oder 1) AB—A'’B=O0, 


2) AU — = 0, 3) BÜ — BC = 0, oder 1) 5 _ 5, 
De 2 3) 8 oder ArBrl—= Al: BC“ d 2 | 
c a G = A Tr . D2. ZzWel 


Ebenen Ax+ By+Cz + D=0O und Ax+By+(Cz+D=0- : 
sind parallel, wenn die Koeffizienten von x,y,z proportional sind. 

Gegeben seien die zwei Geraden Ax+- By+Ct=0 
und Ax-+ By+ C’= (0. Multipliziert man die zweite 


EEE, RS 


Gleichung mit irgend einer Grösse 2 und addiert beide 
Gleichungen, so erhältman Ax+By+C+A(A'x+By+C)=0. 
Diese Gleichung stellt wieder eine Gerade vor, denn fasst 
man die entsprechenden Glieder zusammen, so erhält man 
(A+AA)x+(B-+AB)y-+(C+ACN)=0, d.h. eine inx und y 
lineäre Gleichung, und da der Schnittpunkt der beiden Ge- 
raden auf beiden Geraden zugleich liegt, so muss er die 
beiden Gleichungen der Geraden, folglich auch die zusam- 
mengesetzte Gleichung (A+AA)x+(B+AB)y+(C+AC)=0 
befriedigen, d.h. (A+AA)x+(B+ABYy+ (C+RC)=0 
stellt nicht nur eine Gerade vor, welche durch den Schnitt- 
punkt der Geraden Ax+By+-C=0undAx-+By+U=0 
geht, sondern ein ganzes Strahlenbüschel, dessen Zentrum 
der Schnittpunkt der beiden ursprünglichen Geraden ist, 
denn man erhält unendlich viele Gerade, die durch den 
Schnittpunkt der beiden Geraden gehen, wenn man A alle 
möglichen Werte beilegt. 

Gegeben seien die zwei Ebenen Ax+ By+Cz+D=0 
und Ax+B’y-+Cz-+D'’=0. AMultipliziert man wieder die 
zweite Gleichung mit irgend einer Grösse A und addiert 
beide Gleichungen, so erhält man Ax+ By+0z+D-+4- 
(Ax+By+ Cz+D)=0. Dieses stellt wieder die 
Gleichung einer Ebene vor, denn fasst man die entsprechenden 
Glieder zusammen, so erhält man eine in x,y,z lineäre 
Gleichung, nämlich (A? + AA)x +(B-+ABN) + (C+RC)z 
+(D+AD‘)=0, und da die Gleichungen der beiden Ebenen 
von allen Punkten ihrer Durchschnittslinie befriedigt wer- 
den, so wird auch die zusammengesetzte Gleichung der Ebene 
von allen diesen Punkten zu Null gemacht, d.h. die Gleichung 
(A+AA)x+(B+AB)y+(C+4C)z+(D+AD') =Ostellt 
eine Ebene vor, welche durch die Durchchnittslinie der zwei 
Ebenen Ax+By+(Cz+D=0undAx+By+Cz+D'=0 
geht, oder sie ist die Gleichung eines ganzen Ebenenbüschels, 
denn man erhält unendlich viele Ebenen, welche durch die 
Schnittlinie der beiden Ebenen gehen, wenn man 4 alle 
möglichen Werte beilegt. 


By 
Tangente in einem Punkte x,y, eines Kreises. 


Die Gleichung des Kreises sei x? + y?=r?. Die Tan- 
gente lässt sich auffassen als Sekante, bei welcher die beiden 
Durchschnittspunkte in einen zusammengefällen sind. Nehmen 
wir als zweiten Schnitt der Peripherie x,y, an, so ist die 
Gleichung der Sekante, welche durch die zwei Punkte x,y, 
und x,y, geht, > Th _.% 79, Denkt. man sich Ir 

U 
beiden Punkte x, y, und. x,y, an einander gerückt, bis sie 
zusammenfallen, setzt alsox, = x, und y, =Yy,, So erhält man für 
jeden der beiden Brüche einen unbestimmten Wert; um dieses 
zu vermeiden, müssen wir die Gleichung auf eine andere Form 
bringen. Es ist x + y,=r? und 


ty? —r? 
N ei Ver 
oder 9? — = — (y’ — Yr) oder a3) 


= — (ty) (Ys —Yı)- 
Die Gleichung der Geraden lässt sich nun schreiben 


y-JYJı „Ze (x —x,); aus der vorigen Gleichung 
Eier 
UNE N x x ’ 
argibt ich FIN = — But ; setzt man diesen Wert 
% — Xı Yan Yı 
in die Gleichung der Geraden ein, so erhält man 
Koi X, - Ä 
—y = - ———— (2 — x) Setzt man Jetzt X 
NN ae ( 1) J 1 2 
X 
und y=y, 80 wird y—yYı = — 5 (x — x,) oder yyı—Yı? 
1 


= —_ xx, +x oder zz, ty = 7 - edni 
Gleichung der Tangente an einen Kreis im Punkte x,y, ist. 
Wit 


Tangentialebene im Punkte x,y,z, einer Kugel. 


Bevor wir die Gleichung einer Tangentialebene an eine 
Kugel ableiten, wollen wir zuerst den Fall betrachten, dass 
eine Ebene senkrecht auf einer Geraden steht. 


Die Gerade sei gegeben durch ihre Projektion in der Fig.36. 
XZ- und YZ-Ebene, nämlichx = a2 +m, y=bz- n und 
die Ebene sei Ax + By +(Cz +D=0. Legt man die 
Gerade durch den Ursprung, so wird m = (0 undn = ( und 
die Gleichungen der Geraden erhalten die einfachere Form 
x=az, y=bz. Fällt man aus dem Ursprung ein Lot p 
auf die Ebene E, so werden analog die Gleichungen für 
y 
ei 
Projiciert man die Senkrechte auf die drei Axen, so ist 
x=peos(pX), Y=peos (pY), z= pcos(pZ), wenn man 
_ mit pX, pY, pZ die Winkel bezeichnet, welche p mit den 
pcos (PX) _ cos (PX) 
pcos (p Z).. eos (pZ) 


X 
dieses Lot x = a,z und y= b,z, oder a, me Das 


drei Axen bildet, folglich a, = 


ebenso b, = EAN). Da aber p senkrecht auf der Ebene 
cos (PZ) 
steht, so ist, wie oben gezeigt wurde, cos(pX) = — A ur 
VA®+B2+02 
B Ü 
cos (pY) = os ee 
a Be, VA? +B+C 


Substituiert man diese Werte in a, und b,, so wird 
und die Gleichungen für die Senkrechte 


Daselbst 2,= = und Y= eu 

Für die Kugeloberfläche war allgemein (x — aJ?+(y—b)? 
+(2— c)’=r?. Da der Radius eine Gerade ist, welche 
durch den Punkt a,b,e und den Berührungspunkt x,yıZ, 
a—x, 


a, = 2 und bj = n 


geht, so gelten für ihn die Gleichungen x —x, = ER (2—2, ) 
er 
b— 
und y—y, = Far (2—2,), falls man den Radius durch 
a 


seine Projektion in der XZ- und YZ-Ebene gibt. Die 
Gleichung der Ebene ist Ax+By+Cz+D=(, oder 


B D 
ex u 5, + z+ Gl. Soll der Punkt x,y,z, auf 


ee 


Ä 3 
dieser Ebene liegen, so muss Gar Sn 0 


sein. Durch Subtraktion dieser Gleichung von der vorher- 
A B $ 
cehenden folgt C x—X%)+ GV — Y))+tz - u=|(.- 


Diese Gleichung stellt nun eine Ebene vor, welche durch 
den Punkt x,y,z, geht; da aber die Ebene auf dem Ra- 
dius senkrecht steht, so muss nach dem eben Bewiesenen 


A'.a—Xx Bhb— ig 
— " und ee sein. Substituiert man diese 
yr . . & . .. a SU X 
Wertein die Ebenengleichung, so erhält man ——— (x —x,) 
Ga 
eh a =, oder ( : 
Dr a er ‚ oaeı (a.— X,) (Re 
51 


I Tee er etz 

Denkt man sich der Einfachheit halber das Zentrum 
der Kugel wieder in den Koordinatenanfangspunkt verlegt, 
soita=b= c = OÖ und manerhält v x — x) + y,(Y-Yı) 
+ 2, (2 — z,) =doder xx, + yy, + zz, = r? als Gleichung 
der Tangentialebene im Punkte x, y, z, einer Kugel mit dem 
Radius r. 


IV. Absehnitt. 


Dreieck und dreiseitige Pyramide. 


Inhaltsbestimmung eines Dreieckes. 


Fig. 37. Gegegeben sei das Dreieck ABO durch die Koordinaten 
seiner Ecken, X,yı7, XyYeZg, XsYsZ;. Der Inhalt des Drei- 
eckes beträgt J = 3AB h. Die Gleichung der Geraden AB, 
welche durch die Punkte x,y, und x,y, geht, ist 
ur rer £ 
y-yı 8 —ı 
— u HR - HH NJIL-R- LU) 


’ oder (RX) -Y -X)=X(y—YJı) 


EB AETN S 


Um die Höhe h d. h. die Entfernung des Punktes Ü 
von AB zu finden, müssen wir die Gleichung der Geraden 
AB in die Normalform umsetzen, was dadurch geschieht, 
dass wir sie mit der Wurzel aus der Summe der Quadrate 
der Koeffizienten von x und y dividieren, und man erhält 


u Rt ee yet X — X _y 
VW: ee a ae vo: ar De 
7“ X) — Xoyı LEN 
Vo: FINN ER 
Setzt man nun in diese Gleichung für x und y die 
Koordinaten x,;y, des Punktes CÜ ein, so wird der Ausdruck 
nicht Null, sondern gibt die Entfernung des Punktes C von 
AB nämlich | 
Dar ar ul Ya er Ya + X; 
Vs steil Xs Xı)” 
AB = Yun — x? + Yı — y)* 
J=3AB h=3 [( - v9) R—H)Yr + &yı Xıya)]oder 


h= 


y4 u yıl 
een da 
|X2 Ys 1 X; Ya 1 


Fällt eine Ecke des Dreieckes etwa x,y, mit dem Fig.38. 
Koordinatenanfang zusammen, so ist x; = 0 und y; = 0 und 
man erhält 
| X Yıl 


, 


Inhaltsbestimmung einer dreiseitigen Pyramide. 


Bevor wir imstande sind, den Inhalt einer dreiseitigen 
Pyramide zu bestimmen, müssen wir sehen, wie sich die 
Projektion einer Figur auf eine Ebene darstellt. 


Soll das Dreieck ABC auf die Ebene MN projiciert Fig 39. 
werden und ist eine Seite desselben, etwa BC, der Ebene 
parallel, so kann man die Ebene parallel zu sich selbst so 
weit verschieben, bis die Seite BC in sie zu liegen kommt, 
ohne dass dadurch die Projektion des Dreiecks ABC beein- 


trächtigt wird. Fällt man von A eine Senkrechte AA’ auf 
die Ebene MN, so ist A A’BC die Projektion von ABC auf 
MN. Fällt man A’D _L BC, soist auch AD _ BC, undda 
die Dreiecke A’BO und ABC die gleiche Grundlinie BC 
haben, so. ist 
DA BO: AABO = ADD 

Bezeichnet man den Neigungswinkel der Ebene ABÜ 
gegen die Ebene MN mit , so ist, da A ADA’ rechtwinklig, 


cos p 40 a oder A A'BC = A ABC c08g. 
Fig. 40. Hat das Dreieck ABC eine ganz beliebige Lage, "30% 


lässt sich die Ebene MN immer so weit parallel zu sich 
selbst verschieben, dass eine Ecke desselben, etwa C, in sie 
zu liegen kommt. Fällt man von A und B die Senkrechten 
auf die Ebene MN, so ist A‘B’C die Projektion von ABC 
auf MN. Verlängert man AB bis zum Durchschnitt D mit 
der Ebene MN, so liegt D in der Verlängerung von A’B‘, 
und die Dreiecke A’DU und B’DC sind Projektionen der 
Dreiecke ADC und BDC, mithin A ADC = A ADC 008 g, 
A BDC = A BDÜ c0sg, wenn p der Neigungswinkel der 
Ebene ABC gegen die Ebene MN ist, und die Projektion 
des Dreiecks ABC auf die Ebene MN wird wie vorhin 
AA'BUG = AADC — ADB’C = AADC cos $ — A BDC eos p 

=(A ADC — A BDC) cosp = A ABC cos g. 

Da man aber ein Polygon in lauter Dreiecke zerlegen 
und auf jedes dieser Teildreiecke die eben gefundene For- 
mel anwenden kann, und da man eine krummlinige Figur 
als ein Polygon mit unendlich vielen kleinen Seiten betrachten 
kann, so gilt die Regel allgemein: die Projektion einer 
Biene Figur ist gleich der ursprünglichen Figur mel 
ziert mit dem cosinus ihres Neigungswinkels. ° 


Fig. 41. Die Projektionen der in der Ebene PQ liegenden krumm- 
linigen Figur f auf die drei Koordinatenebenen seien f,,f,,f; 
und die Winkel, welche die Normale N zur Ebene PQ mit 
den drei Koordinatenaxen bildet, «,ß,y, dann ist die Pro- 
‚jektion von f auf die XY-Ebene f, = fcosy, da der Winkel, 


aa ER 


den die Ebene PQ mit der XY-Ebene bildet, derselbe ist 
wie der Winkel, den die Normale mit der Z-axe bildet; 
- analog ist die Projektion auf die XZ-Ebene f, = fcos f und 
die Projektion auf die YZ-Ebene f, = f cose. 


Quadriert und addiert man diese drei Gleichungen, so 
erhält man f,2 + f,? + f,? = f? (cos? «+ cos?ß--cos?y) oder 
a ar ae ee FE 

Gegeben sei die dreiseitige Pyramide ABCD im Raume 
durch die Koordinaten ihrer Ecken x,yıZ,, XeYaZg, XsY3Zs 
und xX,y42;- 

Der Inhalt der Pyramide ist J= + A ABC-h, Die Fig.4. 
Gleichung der Ebene ABC, welche durch die drei Punkte 
XıYıZı, XoYsZ, UNd X,Y532, gegeben ist, lautet | 


RAS, 
San a 0, oder aufgelöst 
X Ya 2, 1 
I|Xs Ye 2 1 
yı 2, 1| IXy 2, 1 X Yı 1 X, yi 2; 
ea v8, 2,1017 %, 86118 yvZ |. 
Ys 2; 1 x 23 1| x Ys1| IX Ya 2 


Um die ‘Höhe der Pyramide, d. h. die Entfernung des 
Punktes D von der Ebene ABC zu finden, müssen wir die 
Gleichung der Ebene ABC auf die Normalform bringen, d.h. 
durch die Wurzel aus der Summe der Quadrate der Koef- 
fizienten von x und y dividieren und für die unbestimmten 
Grössen xyz die Koordinaten x,y,z, des Punktes D einsetzen 
und wir erhalten 


yı Zu 1 x, 2 1 x yı 1 X Yı 2; 
, 31-2,» 1+, 8, ,»1-%9,y9%2% 
IN Ya 2; 1 RE: 1 x Ys 1 X; Js 2sl. 
Asa less 1, By I 
| & 2; 1 + x; 2 114% y 1 
Y 21 x, 2, 1 IX3 Js 1 


Bezeichnet man den Inhalt des Dreieckes ABC mit f 
und die Projektionen des Dreiecks auf die XY-, XZ- und 
3 


YZ-Ebene mit f,,1,f, sit £ =f2+f%2+f2 Nunist 


xy yı 1 2 zu Jı Zı 2 . 
fh, =, » 1, =}, 1,b =3y% u» 1, 
X Y; 1 X; 2; 1 Ys 25 1 
fe rz Se 
mithin f = V 12.2, ,.1 48, 1 San 
X 5 1 X; 25 1 Y 2 1 
Ay 8 x, z, 1} Yızk 
er. V »»1+==1l% Ya 2 1 
X; Y; 1 X; 2; 1 Ya 2; 1 
yı 2, 1 x, 2, 1 x, Yı 1 X Yı Z 
X, |y 2, 1 auge 1 +21. »p 1 e uw w2 0 
Ya za l RAR X Ysil EL / 


/3,2,.1% u Ile a lv De 
Year 


Ys 2; 1 x; 2, 1 X; Ys 1 
Yırzı 4 zul u sy 1 
6I =, 1-9 #3 17 8 u bee 
Ya.Zz4 4 X; 25 1 X Y; 1 X: Ya 23 


oder auf eine einfachere Form gebracht, wird der Inhalt, 


der dreiseitigen Pyramide 
ya nd 
u yızt 
X Ya Zu 1 
X; Ya; 2; 1 
Fällt eine Ecke, etwa D mit dem Anfangspunkt zu- 
sammen, so wird 2, = y, = z = 0 und man erhält die 
einfachere Form | 
Xı Yı 2, 
J=:%y 2 
X; Js 23 
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V. Absehnitt. 


Krummlinige Figuren und durch Rotation derselben 
entstandene Flächen. 
1. Kreis und Kugel. 

Befindet sich in der XZ-Ebene ein Kreis, dessen Mittel- Fig.. 
punkt mit dem Anfangspunkt zusammenfällt und dessen 
- Radius r ist, so ist, die Gleichung des Kreises 

Rasch zeheir 

Denken wir uns den Kreis um die Z-axe rotieren, so 
umhüllt die Kreislinie eine Kugel, deren Gleichung wie 
früher bewiesen wurde, ® + 7”? + 2 = 1? ist. 


2. Ellipse und Ellipsoid. 

Gegeben seien zwei feste Punkte F, und F, (Brenn- Fig.4. 
punkte genannt). Wir wollen uns die Aufgabe stellen, den 
geometrischen Ort für alle Punkte zu suchen, für welche 
die Summe der Entfernungen von den zwei gegebenen 
Punkten F, und F, eine gegebene Grösse 2a ist. 

Wir wählen F,F, als X-axe und die im Halbierungs- 
punkte O errichtete Senkrechte OY als Y-axe.. OF,=0ORF, 
bezeichnen wir mit e (Exzentrizität). Ist nun z. B. P ein 
Punkt von der verlangten Eigenschaft, so muss 
PF, = VYie+ x)? +y: und PF, = Ye — x)?-+ y2 sein. 

Durch Addition dieser beiden Gleichungen folgt 
PFR + PF, = Ve + x” +y + Ve —- x% + y% 
oder. 23 — Vie # x + + Ve — x® +7; 
40° —4aVY(e{x)+y?+e2-+2exx?+y?=e? -Dextx?-y2; 
a tex=aVle-+x)% + 2; 
at + 2a’ex + e!x? = a? (e? + 2ex + x? + Y?); 
a®+e?x?—=a?e? 1 a2x? --a?y?; (a7 e?)x?®+a°y?=a?(a?—e?); 

Ersetzt man a? — e? durch b?, so erhält man 


2 2 
b’x? + a?y? = a?b?, oder = = 1 als Gleichung des 


geometrischen Ortes. 
3*+ 


ae 


Um die Eigenschaften dieser Kurve zu untersuchen, 
setzen wir. y: ==0.und finden x” = 32 “oder x 
d. h. die Kurve schneidet die X-axe in zwei Punkten A, 
und A,, die vom Koordinatenanfang um die Hälfte der ge-' 
gebenen Strecke 2a entfernt sind. Setzt man x = (0, so 
so wird y? = b2, oder y = + b, d. h. die Kurve schneidet 
die Y-axe ebenfalls in zwei Punkten B und B,, die vom ı 
Anfangspunkt gleichen Abstand b haben, der sich findet aus 
b= Ya?— e?. Da ferner die Gleichung für x wie für yo 
rein quadratisch ist, so ergeben sich für jedes x zwei gleich 
grosse entgegengesetzte Werte von y und für jedes y zwei 
gleich grosse entgegengesetzte Werte von x, d. h. die Kurve 
liegt symmetrisch gegen jede der beiden Koordinatenaxen. 


2 2 \ 
Löst man die Gleichung : —: Lönach Yaaıı, 9 


?p? — b2 —— 
ergibt sich y?’ = — “, oder ya ah > Vai RE 


und daraus folgt, dass jeder der für x = 0 gefundenen 
Werte von y, OB = +b ein Maximum ist, dass von da ab 
der absolute Wert von y für ein wachsendes (positives oder 
negatives) x. abnimmt und fürx = a sein Minimum y=0° 
erreicht. Somit treffen die zu beiden Seiten der X-axe ge- 
legenen Zweige der Kurve in den Punkten A und A, zu- 
sammen, d. h. die Kurve ist rings geschlossen. ; 
Diese Kurve, welche durch die Gleichung z + — 1 
dargestellt wird, heisst Ellipse und wird erhalten, wenn man 
einen geraden Kreiskegel durch eine Ebene schräg schneidet, 
jedoch so, dass die Schnittebene weder zur Höhe noch zu 


einer Mantellinie des Kegels parallel ist. 


Die Grösse 2a nennt man die Hauptaxe, die Grösse 
2b die Nebenaxe der Ellipse. Setzt man a = b, so geht 
die Gleichung der Ellipse über in die Gleichung 2 +? =a% 
die jetzt einen Kreis darstellt, d. h. die Schnittkurve einer 
Ebene mit einem geraden Kreiskegel, welche man erhält, 
wenn die Ebene parallel zur Basis gelegt ist. 


PER 


In der XZ-Ebene sei eine Ellipse so gelegen, dass ihr Fig.45. 


Mittelpunkt mit dem Koordinatenanfangspunkt, ihre grosse 
Axe mit der Z-axe und ihre kleine Axe mit der X-axe 
zusammenfällt. Dreht sich die Ellipse um die Z-axe, so 
erzeugt sie eine Fläche dadurch, dass jeder Punkt der Ellipse 
einen Kreis beschreibt, dessen Mittelpunkt auf der Z-axe 
liegt. Sind die Halbaxen der Ellipse a und b, so ist ihre 
2 2 
Gleichung = + =: —= 1. Greift man einen beliebigen 
Punkt P der Ellipse heraus, für welchen x = r sei, so muss 
dieser Wert die Gleichung der Ellipse befriedigen, d. h. es 
+2 2 
muss .- - m = ] sein. Bei seiner Rotation behält nun 
zwar der Punkt P immer dieselbe Entfernung- r von der 
Z-axe bei, aber nicht mehr dieselbe Entfernung x von der 
YZ-Ebene und auch nicht mehr dieselbe Entfernung y von 
der XZ-Ebene, mithin ist r abhängig von x und y, und dies 
gilt für jeden Punkt der Ellipse; r ist eine Funktion von 
x und y, so zwar, dassr? = x? + y? ist. Setzt man diesen 
x?’ + y 
b? 

einer Fläche, die man, als erzeugt durch Rotation einer 
Ellipse, Rotationsellipsoid nennt. 


m? 
Wert ein, so erhält man + = — Lals Gleichung 


ne land yo=r0 erhält man! 22, =, , oder 
z= +3, d.h. die Fläche schneidet die Z-axe in zwei 


Punkten A und A,, die vom Anfangspunkt O um a ent- 
fernt sind. 


Dar — U undz = W’erhält: many =" +*"D, d.h. die 
Fläche schneidet die \-axe in zwei Punkten B und B,, die 
von O um b entfernt sind, und für-y = O. und z = ( er- 
hält manx = + b, d.h. die Fläche schneidet die X-axe in 
zwei Punkten © und C,, die von O ebenfalls um b ent- 
fernt sind. 


Da die Gleichung sowohl in x, wie in y und in z rein 
quadratisch ist, so erhält man immer zwei gleich grosse 


entgegengesetzte Werte für x bezw. y und z, mithin ist die | 
Fläche symmetrisch gegen die drei Koordinatenaxen. | 


Ist a = b, so geht die Gleichung des Ellipsoids über 
inx? + y? + z? = a, d.h. in die Gleichung einer Kugel 
mit dem Radius a. 

x ZI te Er 

Rotiert die Ellipse y: -- re 1 um die X-axe, so 


2 


wird die Gleichung des Rotationsellipsoids —; a En, = A. = 
8. Hyperbel und Hyperboloid, 
Fig. 46. Gegeben sind zwei feste Punkte F, und F, (Brenn- 


punkte genannt). Wir fragen nach dem geometrischen Ort 
aller Punkte, für welche die Differenz der Entfernungen von 
den zwei gegebenen Punkten F, und F, eine gegebene Grösse 
2a ist. Wählt man wieder F,F, als X-axe und das im 
Mittelpunkte O errichtete Lot OY als Y-axe und bezeichnet 
OF, = OF, mit e (Exzentrizität), dann soll, wenn P ein 


Punkt der verlangten Eigenschaft ist, PF,R, — PF, = 23 


sein, oder 

Ve + @ Hot - Ver ze = 9a; 
y:+x2+e2+9ex—=4a?+y?+x2-e? —29ex kuysit@=o]; 
a —ex=ayy + (x -e); 

2 ex tet = av u x — 2A 


x? (e? — a?) — a?y? = a?’ (e?’--a”). Setztman nun e’—a°—=b2, 
x? v2 

so erhält man b?x? -- a’y? = a’b?, oder — —— =1 
a B> 


Um die Eigenschaften dieser Kurve zu untersuchen, 


setzen wir y= (0 und findnx = + a, mithin schneidet 


die Kurve die X-axe in zwei Punkten A und A,, welche 
vom Koordinatenanfang O um a entfernt sind; für x =0- 
erhält man y? = -— b? oder y = bi, also einen imaginären 
Wert für y,d. h. die Kurve schneidet die Y-axe nicht. Löst 
man die Gleichung nach y auf, so wird a?y? = b?x” — a2b2, 


a 


2 BEE 
oder „7? = 4 (X? a), Oder ye—yt 2 Vx?—a?; daraus 


folgt, dass mit wachsendem x, gleichgiltig, ob positiv oder 
negativ, auch y bis ins Unendliche wächst. Die Kurve be- 
steht also aus zwei getrennten Aesten, welche sich ins 
Unendliche erstrecken. Da endlich die Gleichung sowohl in 
x wie in y rein quadratisch ist, so ergeben sich für jedes y 
zwei gleich grosse entgegengesetzte Werte von x und für 
jedes x zwei gleich grosse entgegengesetzte Werte von y, 
mithin liegt die Kurve symmetrisch gegen die beiden Koor- 
dinatenaxen. Die Kurve, welche durch die Gleichung 
2 ? 
n E= rn — 1 dargestellt wird, heisst Hyperbel und wird 
erhalten, wenn man einen Doppelkegel durch eine Ebene 
parallel zur Höhe des Kegels schneidet. Die Grösse a stellt 
die halbe Hauptaxe und die Grösse b die halbe Nebenaxe 
der Hyperbel vor; letzere findet sich aus b? = e? — a? oder 
b = year. 

In der XZ-Ebene sei eine Hyperbel so gelegen, dass Fig.47. 
ihr Mittelpunkt mit dem Koordinatenanfangspunkt und ihre 
Hauptaxe mit der X-axe zusammenfällt. Dreht sich die 
Hyperbel um die Z-axe, so erzeugt sie eine Fläche dadurch, 
dass jeder Punkt der Hyperbel einen Kreis beschreibt, dessen 
Mittelpunkt auf der Z-axe liert. Bezeichnen wir die halbe 
Hauptaxe der Hyperbel mit a und die halbe Nebenaxe mit 
b, so ist die Gleichung der Generatrix (erzeugenden Hy- 

2 72 
perbel) 7 — are —= 1. Greift man einen beliebigen Punkt 
P. der Hyperbel heraus, für welchen x = r ist, so muss 
dieser Wert von x die Gleichung der Hyperbel befriedigen, 


ı zZ? v ; 
d..h. es muss Rn ber 1 sein. Bei seiner Rotation 
behält nun zwar der Punkt P immer dieselbe Entfernung r 
von der Z-axe bei, aber nicht dieselbe Entfernung x von 
der YZ-Ebene und auch nicht dieselbe Entfernung y von 


der XZ-Ebene, mithin ist r abhängig von x und y, und dies 


AT 
gilt wieder für jeden Punkt P der Hyperbel; r ist also eine 


Funktion von x und y, so zwar, dass ? = x? + y2 ist. 

Setzt man diesen Wert von r ein, so erhält man 
x? > 72 2 er 
on Er m 1 als Gleichung einer Fläche, die man 


als Erzeugnis einer rotierenden Hyperbel ein einschaliges 


Hyperboloid nennt. 


Für x = 0 und y - Oerhältmaz = bi, ei 0 
Fläche wird von der Z-axe nicht erden Für y= 0 
und z = 0 wirdx = + a,d.h. die Fläche wird von der 
X-axe in zweiPunkten A und A, getroffen, die vom Mittel- 
pınkt O um die Strecke a entfernt sind. Für x = 0 und 

= (0 wirdy= ta, mithin wird die Fläche auch von 
der X-axe in zwei Punkten B und B, getroffen, die vom 
Mittelpunkte um a entfernt sind.- 


Da die Gleichung sowohl in x als auch in yundz se 
rein quadratisch ist, so erhält man für jede dieser drei 


Unbekannten zwei gleich grosse entgegengesetzte Werte, 


folglich liegt die Fläche symmetrisch gegen die drei EN Ber 


dinatenaxen. 

Fig. 48. Ist die Hyperbel so gelegen, dass ihre Hanpiass mit 
der Z-axe als Umdrehungsaxe zusammenfällt, so erhält man 
ein zweischaliges Hyperboloid. Die Gleichung der Generatrix 

Z° x? 
ist dann a 52 
Punkt P der Hyperbel, welcher von der Zaxe um x =r 
entfernt ist, so muss dieser Wert die Gleichung der Hyperbel 

2 22 er 

befriedigen, folglich u = ee —= 1 sein. r ist wieder ab- 
hängig von x und y so zwar, dass r? = x? -- y? ist. Setzt 
man diesen Wert in die Gleichung der Hyperbel ein, so 


= 1. Nimmt man wieder einen beliebigen 


2 2 2 
wird =: ee —_ — 1 die Gleichung des zweischaligen 
Hyperboloids. | 

Für x = 0 und y’= 0 wird z = +0, nit wa 


die Fläche von der Z-axe in zwei Punkten A und A, ge- 


a 


troffen, die von O um a entfernt sind; hingegen erhält man 
für x und y imaginäre Werte, falls z und y gleich Null, 
oder z und x gleich Null ist, nämlich x = bi und y = bi, 
mithin wird die Fläche weder von der X-axe noch von der 
Y-axe getroffen. Da endlich die Gleichung rein quadratisch 
in x,y und z ist, so liegt die Fläche ebenfalls symmetrisch 
gegen die drei Koordinatenaxen. 


4. Parabelund Paraboloid. 


Gegeben sei eine Gerade L (Richtlinie oder Direktrix Fig.49. 
genannt) und ein Punkt F (Brennpunkt) ausserhalb derselben. 
Wir fragen nach dem geometrischen Ort aller Punkte, die 
von der Geraden L und dem Punkte F gleichen Abstand 
haben. 

Ein Punkt der verlangten Eigenschaft ist der Mittel- 
punkt O der Senkrechten von F auf L. Nimmt man diese 
Senkrechte als X-axe und das im Mittelpunkt auf dieser 
Senkrechten errichtete Lot als Y-axe und ist P ein weiterer 
Punkt der verlangten Eigenschaft, dann soll PA = PF sein. 

Es ist, wenn man PB _L OF zieht, PF? = PB? + FB, 
Ber APrTZ PRZ='PB?E + FB2= PB? —+:(OB' OF) 

2 

Setzt man CF = p, so wird (x-+ 5) = y’+ Gi) 
x?’ 4 p — y? 37 4 p " v2 —_ 9 

SE Te PX + 7, oder y = ZDX. 

Die Kurve, welche durch diese Gleichung dargestellt 
wird, heisst Parabel und die Grösse p, welche die Ent- 
fernung des gegebenen Punktes F von der gegebenen Ge- 
raden L ausdrückt, der Parameter der Parabel. 

Setzt man x = 0, 80 erhält man y = (0, d.h. die 
Kurve geht durch den Koordinatenanfangspunkt. 

Ist CB die positive Richtung der X-axe, also p positiv, 
so muss x ebenfalls positiv sein, wenn- y reell sein soll, 
d. h. die Kurve liegt nur auf einer Seite der-Y-axe. 

Die Gleichung ist in y rein quadratisch und ergibt 
y = + V2px, mithin gehören zujedem x zwei gleich grosse 


Fig. 50. 


a 


entgegengesetzte Werte von y; folglich liegt die Kurve % 


symmetrisch gegen die X-axe, so dass alle zur Y-axe paral- 


lelen Sehnen durch die X-axe halbiert werden. 


AuUSyi sr v2 px folgt weiter, dass x um so grösser 
wird, je grösser y wird, und dass für ein unendlich grosses 


x auch y unendlich gross wird. Die Kurve ist also nicht 
geschlossen, sondern ihre beiden Aeste entfernen sich immer 
mehr von der X-axe. 


In der XZ-Ebene sei eine Parabel so gelegen, dass ihr 


Scheitel mit dem Koordinatenanfangspunkt OÖ zusammenfällt 


und ihre Axe mit der Z-axe. Denkt man sich die Parabel 
um die Z-axe rotieren, so beschreibt die Parabel eine Fläche, 


dadurch dass jeder Punkt der Parabel einen Kreis beschreibt, 


dessen Mittelpunkt auf der Z-axe liegt. "Ist der Parameter 


der Parabel p, so ist die Gleichung der erzeugenden Para- 


bel. x? —-2pz, 


FR 


Greift man nun einen beliebigen Punkt P der Parabel 


heraus, für welchen x = r, so muss dieser Wert von x die 


Gleichung der Parabel befriedigen, d. h. esmuss r? = 2pz 
sein. Bei seiner Rotation um die Z-axe behält nun zwar 


der Punkt P immer dieselbe Entfernung r von der Z-axe 


bei, aber nicht dieselbe Entfernung x von der YZ-Ebene 


und auch nicht dieselbe Entfernung y von der XZ-Ebene; 


mithin ist r wieder abhängig von x und y, und dieses gilt 
für jeden Punkt der Parabel; r ist also eine Funktion von 


x. und y, so: zwar, dass r®:=:x? -L y?.. Substitimiert man 


diesen Wert von r, so erhält man x? + y? = 2pz als 


Gleichung einer Fläche, die man als durch Rotation einer 
Parabel erzeugt, Paraboloid nennt. Für x=0 undy=0O 
wird auch z = (0, d. h. die Fläche geht durch den Koor- 


dinatenanfangspunkt. Für x = 0 undz = O0 wirdy=0 » 
und füry = O0 undz = OÖ. wird x = (, mithin wird de 7 


Fläche weder. von der Y-axe noch von der X-axe getroffen. 


Die Gleichung x? + y? = 2pz ist rein quadratisch - 
in x wie in y, liefert also immer zwei gleich grosse ent-. 


Be a Be a 


gegengesetzte Werte für x bezw. y und die Fläche ist deshalb 
symmetrisch gelegen gegen die Z-axe. 

Lässt man die Parabel y? = 2px um die X-axe rO- 
tieren, so erhält man auf dieselbe Weise y? + z? = 2px 
als Gleichung des dadurch entstandenen Rotationsparaboloids, 


VI. Absehnitt. 


Dualität oder Reeiproeität. 


In der synthetischen Geometrie wird des näheren er- 
läutert, dass in der Ebene Punkt und Gerade und im Raume 
Punkt und Ebene einander entsprechen. SO bestimmen z. B. 
zwei Punkte eine Gerade und umgekehrt schneiden sich 
zwei Gerade in einem Punkt, oder drei Punkte bestimmen 
eine Ebene und umgekehrt drei Ebenen schneiden sich in 
einem Punkte. 


Dieses allgemein giltige Gesetz begreift man unter dem 
Namen der Reciprocität oder Dualität und man ist mittels 
desselben imstande, aus einem Satze sogleich einen neuen 
(reciproken) abzuleiten, falls man nur in der Ebene Punkt 
_ und Gerade und im Raume Punkt und Ebene mit einander 
vertauscht. 

Die Gleichung y = ax + b stellt eine (Gerade vor, Fig5l. 
deren Lage gegen die X-axe durch tg«@ = a bestimmt ist 
und die auf der Y-axe ein Stück gleich b abschneidet. Sie 
liefert alle möglichen Punkte der Geraden, indem man zu 
jedem beliebigen x einen ganz bestimmten Wert von y er- 
hält. Legen wir nun x und y feste Werte bei, greifen also 
einen bestimmten Punkt heraus und sehen a und b als die 
unbekannten Grössen an, so erhalten wir, wenn wir b vari- 
ieren, immer einen ganz bestimmten zugehörigen Wert von 
a und wenn mir a varlieren, einen ganz bestimmten zuge- 
hörigen Wert von b. Mithin ist die Gleichung y= ax +b 
‚auch Gleichung eines Punktes, der bestimmt ist durch seine 


Are RR | ; | = 


Entfernungen x und y von der Y- bezw. X-axe, denn die 
Gleichung liefert uns alle möglichen Geraden, die durch 
den Punkt x,y hindurchgehen, und dasselbe gilt auch von 
den andern Gleichungen der Geraden. Setzt man z. B.. 
b = 0, was der Fall ist, wenn die Gerade durch den An- 


fangspunkt OÖ geht, so wirda = tga = = ‚oder a = art te | 


Die Gleichung der Geraden unterscheidet sich also nur 
dadurch von der Gleichung des Punktes, dass in der einen 
die Grössen x und y, in der anderen die Grössen a und b 
als variabel anzusehen sind. 


Fig. 32. Es war = = = = = — 1 die Gleichung einer 


Ebene, welche auf den drei Koordinatenaxen die Stücke 
a,b,c abschneidet, und diese Gleichung liefert alle möglichen 
Punkte der Ebene, indem man immer einen ganz bestimmten 
Wert einer Unbekannten erhält, falls man den beiden andern 
beliebige Werte beilegt. 
Legen wir nun x,y und z teste Werte bei, greifen also 
einen bestimmten Punkt Hören und sehen a,b,e als die 
unbekannten Grössen an, so erhalten wir, wenn wir je zwei 
derselben variieren, immer einen ganz bestimmten zugehörigen 


Wert der dritten Grösse. Mithin ist. — —- n + r —-1 


auch die Gleichung eines Punktes, der von den drei Koor- 
dinatenebenen die Entfernungen x,y,z hat, denn die Glei- 
chung liefert uns alle möglichen Ebenen, die durch den 
Punkt x,y,z hindurchgehen, und dasselbe gilt auch von den 
übrigen Gleichungen der Ebene. Setzt man z.B a = 
und b=c>, was der Fall ist, wenn die Ebene parallel zur 
XY-Ebene ist, so erhält man ce = z, d. h. eine im Abstand 
c zur XY-Ebene parallele Ebene u. s. w. Auch hier unter- 
scheidet sich die Gleichung der Ebene nur dadurch von der 
Gleichung des Punktes, dass in der einen die Grössen x,y, z 
und in der andern die Grössen a,b,c als variabel anzu- 
sehen sind. | 
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Inhaltsübersieht und Zusammen- 
stellung der Formeln. 


1. Punkte in der Ebene und im Raume. 


j) x? + y? = 12; Ort aller in ein und. derselben (XY) 
| Ebene liegenden Punkte, die von einem 
Punkte gleichweit, nämlich um die Strecke 
r entfernt sind, d. h. Gleichung eines 
Kreises, dessen Mittelpunkt der Koor- 
dinatenursprung und dessen Radius r ist. 
x? y?2+42°=r?; Ort aller im Raume befindlichen Punkte, 
die von einem Punkte gleichweit, nämlich 
um die Strecke r entfernt sind, d. h. 
Gleichung einer Kugel, deren Mittelpunkt 
der Koordinatenursprung und deren Ra- 
dius r ist. 

2) (x— a) +(y—b)?=1?; Ort aller in ein und derselben 
(XY) Ebene liegenden Punkte, die von 
einem Punkte (ab) gleich weit, nämlich 
um die Strecke r entfernt sind, d. h. 
Gleichung eines Kreises mit dem Mittel- 
punkt ab und dem Radius r. 

(x — a)? -—-(y—b)’+(z—e)?=r?; Ort aller im Raume be- 
findlichen Punkte, die von einem Punkte 
(abc) gleichweit, nämlich um die Strecke 
r entfernt sind, d. h. Gleichung einer 
Kugel mit dem Mittelpunkt abe und dem 


. Radius r. 
4 | 

re N y= Zt Y2. Koordinaten des Mittel- 

punktes der Verbindungslinie der in einer 

(XY) Ebene liegenden Punkte x, y, 
Ondi.xs Yo: 

„+y u +2 + 
Bi a EEE it =; Koordinaten des Mit- 


telpunktes der Verbindungslinie der im 


Dee Sy + ty 
IX Fe ey re 


rar 
Raume befindlichen Punkte x, y,z, und 
X Ya 22- 


Koordinaten 


N) 


des Schwerpunkts eines in der XY-Ebene 
befindlichen Dreieckes mit den Ecken 


X, Yı, X2gYa, X3 Y3- 


= ; Koordinaten 


we X, +X9 +X3 y-Yıt)at)s , ee 
ERR, 3 3 | 
des Schwerpunktes eines im Raume be- 
findlichen Dreiecks mit den Ecken x, yıZ,, 
X2Y3Z3, 23323» 
5) x = oc0sa, y = 0cosß; Darstellung eines Punktes in 


der Ebene durch Polarkoordinaten, wenn 
o die Länge des Radiusvektor und @ und. 
9 die Winkel, welche der Radiusvektor 
mit zwei auf einander senkrechten Ge- 
raden bildet. 


x=00608@,y=0c08ß,2=0008sy; Darstellung eines Punktes im 


)y = 


Raume durch Polarkoordinaten, wenn E 
die Länge des Radiusvektor und @,ß,y 
die Winkel, welche derselbe mit drei ' 
auf einander senkrechten Geraden bildet. 


li. Gerade in einer Ebene und im Raume. 


ax — b; Gleichung einerin der XY-Ebene gelegenen 
(Geraden, welche auf der Y-axe das Stück 
b -abschneidet und mit der X-axe den 
Winkel «& einschliesst (a = {g.«). 
ax + a Gleichungen einer Geraden im Raume, die | 
a,x-+d) durch ihre Projektionen in der XY- und 
XZ-Ebene bestimmt ist. Er 
x —- a Parameterdarstellung einer in der 
Yı + 0c0s#J XY-Ebene gelegenen Geraden, welche 
durch den Punkt x,y, geht und mit 
den Koordinatenaxen die Winkel « 
und £ einschliesst. 


RB ES TREN 


> BE 10.00 R ne en Parameterdarstellung einer im Raume 
yı + ocosf befindlichen Geraden, welche durch 
z = 2, 4 ocosy’ den Punkt x,y,zZ, geht und mit den 
den drei Koordinatenaxen die Winkel 

a,ß,y einschliesst. 


3 
| 


X — y , 
3) — EN e Gleichung einer Geraden in der XY- 


Ebene, welche durch die Punkte x,y, 
und x,y, geht. 


Z 
BT = "; Gleichungen einer Geraden im 
u Solar. Vi, 7297721 


Raume, welche durch die Punkte 
X.) 24. UNG>2 W525 Och: 
BAyK < Ba Parameterdarstellung einer Geraden in 
der XY-Ebene, welche durch die Punkte 
eh ni x,y, und x,y, geht. 


1-+4 (Koordinaten eines Punktes, der die Ver- 
bindungsstrecke der Punkte x,y, und x,y, 
im Verhältnis von 1:4 teilt.) 
ai x, 74x, Parameterdarstellung einer Geraden im 
1-+4 | Raume, welche durch die Punkte x,y1Z, 
> yı+tAy,| und x,y5z, geht. 
*@ 1% | (Koordinaten eines Punktes, der die Ver- 
EA +3, bindungsstrecke der Punkte x,y,z,;, und 
© 1-+A ! x,y2, im Verhältnis von 1:4 teilt.) 


III. Gerade und Ebenen. 


xcos@e + ycos# — d = 0; Normalform einer Geraden. 
Setzt man für x und y die Koordinaten 
eines Punktes ausserhalb der Geraden 
ein, so gibt die linke Seite der Gleichung 
die Entfernung des Punktes von der 
(seraden an. 


| 


ui 


xc08a+-y c088-+zcosy—d=0; Normalform einer Ebene. 
" Setzt man für x,y,z die Koordinaten 
eines Punktes ausserhalb der Ebene ein, 


ae 


so gibt die linke Seite der Gleichung die 
Eintfernung des Punktes von der Ebenean. 


) Ax + By + C = O;allgemeine Gleichungeiner Geraden. 


Ax+By-+(Cz+D=0; allgemeine Gleichung einer Ebene. 


9: x \ SQ . & Sy ER 
3) r, + = — 1; Gleichung einer Geraden, welche auf der 


2, 


6) 'c08 9 


cos d = 


X-axe das Stück a und aufder Y-axe das. 
Stück b abschneidet. 


+2=1: Gleichung einer Ebene, welche auf den 
drei Axen bezw. die Stücke a,b,ce ab- 
schneidet. 

.\ Sn Gleichung einer Geraden, welche durch die 

| zwei Punkte x,y, und x,y, geht. 

: ( Gleichung einer Ebene, welche. durch 

a n — 1 die drei Punkte x,y,2, 2, und 

n | x Vs 23 get. | 

1 Bedingung dafür, dass die drei Punkte 

1) = 1x, X), und x,y, auf ein und derselben 

L Geraden liegen. 

. Bedingung dafür, dass die vier Punkte 

= lee 1 X,yı2 5 XsYa2,, X 525 Und x,ysz, aufein 

# 1 und derselben Ebene liegen. 
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A,A, + B,B, 


Na HB A,+B,N) 
3, den zwei Gerade Ax+B,y+C, =0 
und A,x+B,y+(,=0 einschliessen. 


AA BREI 08, 
VA®FB +09) (A,’+B,+0,2) 


bestimmt den Winkel 


Winkel 9, denzwei Ebenenä br Ze 


=D, =Ound er Br +24 D, =) 
einschliessen. 


bestimmmt.den 


er Aa 


7) AA; + B,B, = 0; Bedingung dafür, dass die beiden 
(seraden auf einander senkrecht 
stehen. 

A,A,+B,B,+0,0,=0; Bedingung dafür, dass die beiden 
Ebenen auf einander senkrecht 
stehen. | 


8) A,:B, = A,:B,; Bedingung dafür, dass die beiden 
(seraden parallel sind. 
A,:B,:C,=A,:B,:(C,; Bedingung dafür, dass die beiden 
Ebenen parallel sind. 


9) (AA+AA,)x+(B, +4B,)y+(5,4+4C,) = 0; Gleichung 
eines Strahlenbüschels, dessen Mittel- 
punkt der Schnittpunkt der beiden 
Geraden A,x+ B,y + C, =0O und A,x 
+By+0%,=0 ist. 

(ArtAas+ (BrtAB,)y+O+AC)z HD, ARDI)=0; 
Gleichung eines Ebenenbüschels, des- 
sen Axe die Schnittlinie der beiden 
Ebenen A x -+By -+0Cz+D, =0 
und A,x+By+(,2+D,=0 ist. 

10) xx, + yyı = r?; Gleichung einer Tangente im Punkte 
x,y, eines Kreises mit dem Radius r 

XX, +yyı +22, =r?; Gleichung einer Tangentialebene im 
Punkte x,y,2z, einer Kugel mit dem 
Radius r. 


IV. Dreieck und dreiseitige Pyramide. 


1 RL, 
Ba ei x | Inhalt eines Dreiecks, dessen Ecken die 
= 2 1°2 Je | Koordinaten XıYı, YsX, und x,y, haben. 

X: 5 1 

2 1 N | : EHE 

\ ' Inhalt einer dreiseitigen Pyramide, deren 
I ee Yı #ı | Reken die Koordinaten RD RE TA 

Kaviar 1 1 

u Y zn 1 XsYs%, und x,y,7, haben. 


Vv. 


Er 


Krummlinige Figuren und durch Rotation derselben 
entstandene Flächen. 


1) = a — 1; Gleichung einer Ellipse mit den Halbaxen 


.a und b. 
er 4..y® 12 Gleich i EN ; 
m + = Gleichung eines Ellipsoids, welches 
entsteht durch Rotation der Ellipse 
2 
= | um die Y-axe. 
ee, ab 
2) er 1; Gleichung einer Hyperbel mit den Halbaxen 
a und b. 
2 2 +2 
= 22 5 = 1; Gleichung : eines einschaligen Hyper- 
boloids, welches entsteht durch Rotation 
r 2 2 
| der Hyperbel z _ 1 — 1 um die Y-axe, 
2/ 2 7? 
u. a = 1; Gleichung eines zweischaligen Hyper- 
boloids, welches entsteht durch Rotation 
2 2 
der Hyperbel 4 ee — 1 um die X-axe. 
3) y? = 2px; Gleichung einer Parabel mit dem Parameter p. 


y’+z?—=2px; Gleichung eines Paraboloids, welches ent- 
steht durch Rotation der Parabel y?=2px 
um die X-axe. 


VI. Dualität oder Reeiproeität. 


Rechte Winkel sind dojprelt 
gestrichen. 
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